Eine bemerkung zur kleinsten normalen fittingklasse  by Hauck, Peter
JOURNAL OF ALGEBRA 53, 395-401 (1978) 
Eine Bemerkung zur kleinsten normalen Fittingklasse” 
PETER HAUCK 
Mathematisches Institut, Johannes Gutenberg-Universitiit, 
SaarstraJe 21, D-6500 Mainz, Germany 
Communicated by B. Huppert 
Received October 24, 1977 
1. EINLEITUNG 
Alle in dieser Arbeit auftretenden Gruppen seien endlich und auflosbar. 
Eine Klasse von Gruppen he& Fittingklasse, wenn sie abgeschlossen ist 
beziiglich Bildung von Normalteilern und normaler Produkte. Die Grund- 
tatsachen iiber Fittingklassen und Injektoren sind in [3, 41 zu finden. 
In [l] wurden von Blessenohl und Gaschiitz solche Fittingklassen 9 unter- 
sucht, die die Eigenschaft haben, da8 in jeder Gruppe die .F-Injektoren 
Normalteiler sind. Von (1) verschiedene Fittingklassen mit dieser Eigenschaft 
heiBen normal. Blessenohl und Gaschiitz haben bewiesen, dal3 es eine eindeutig 
bestimmte kleinste normale Fittingklasse gibt. In [2] haben Bryce und Cossey 
unter anderem gezeigt, da13 diese kleinste normale Fittingklasse 9’.+ abgeschlossen 
ist beziiglich Bildung von n-Hallgruppen fiir jede Primzahlmenge 7~. 
Wir werden hier (mit einer grundsatzlich anderen Methode wie Bryce und 
Cossey) als Korollar zu einem etwas allgemeineren Ergebnis erhalten, dal3 Sp, 
abgeschlossen ist beziiglich Bildung von .F-Injektoren fur jede Fischerklasse 9, 
d.h. daB mit einer Gruppe G such jeder .F-Injektor von G in 9’.. enthalten ist. 
2. VORBEREITUNGEN 
1st G eine Gruppe, n eine naturliche Zahl, so sei G” das direkte Produkt von n 
Kopien der Gruppe G. Mit G l H b ezeichnen wir durchweg das regulbe 
Kranzprodukt von G mit H. 1st U < G, so sei 
die U entsprechende Untergruppe der Basisgruppe von G 2 H. Ferner stehe 
* Teil einer Arbeit, die als Dissertation am Fachbereich Mathematik der Universitit 
Maim eingereicht worden ist (D77). 
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2, stets fur die zyklische Gruppe der Ordnung 1~. Alle ubrigen gruppentheore- 
tischen Bezeichnungen entsprechen den von Huppert in [S] benutzten. 
Folgende Benennungen spezieller Gruppenklassen werden verwendet : 
.Y = Klasse aller auflijsbaren Gruppen. 
9, = Klasse aller auflijsbaren r-Gruppen; wir schreiben Y; statt .Ytpl , 
falls p eine Primzahl ist. 
Sind -9 und X’ Fittingklassen, so ist das Produkt .F%’ = (G 1 G/G.r E %) 
ebenfalls eine Fittingklasse. 
In [S] hat Lockett die Klassen g*eingeftihrt..F* ist die kleinste 9 umfassende 
Fittingklasse, deren Radikale sich direkten Zerlegungen anpassen. Fittingklassen 
g mit der Eigenschaft 9 = .F* nennen wir Lockettklassen. 
2.1. LEMMA (Lockett). Sei .F eine FittingkZasse. Dann sind geichwertig: 
(I) .!T ist Lockettklasse 
(2) Ist G eine Gruppe, V ein S-Injektor van G, so ist V x V ein .F- 
Injektor von G x G. 
Beweis. (1) * (1): [8, Theorem 3.11. 
(2) 3 (1): Sei G eine Gruppe aus & C*. Dann ist GF der 9-Injektor von G, 
da G/GF abelsch ist [8, Theorem 2.21. Also ist GF x G9 der .F-Injektor 
von G x G, und wir erhalten insbesondere (G x G), = G9 x G,F. Nach 
Definition von 9* 1st (G x G), subdirekt in G x G. Daraus folgt sofort 
G = G,F E 9. Also ist 9 = 3*. Q.E.D. 
1st 9 eine Fittingklasse, so definiert Lockett in [8] die Klasse .& durch 
F. = ~~(55” 1% Fittingklasse und %* = 9*}. Er zeigt, dal3 aus 9$ 2 .JY C .F* 
stets 9% : %.+ und 9* = %* folgt. Die Familie L(F) = (3 1% Fittingklasse 
und X* = ,F*} bezeichnen wir als Lockettabschnitt zu .F. 
Nach [8, 2.2c)] ist L(Y) gerade die F amilie der normalen Fittingklassen. 
Insbesondere ist *Y. die kleinste normale Fittingklasse. 
Eine wichtige Rolle bei unseren Untersuchungen spielt eine weitere Bildung 
Locketts. 1st .F eine Fittingklasse, ?T eine Primzahlmenge, so definiert er 
in [7] flp als Klasse aller Gruppen G, deren 9-Injektoren eine n-Hallgruppe 
von G enthalten. 
G 
2.2. SATZ (Lockett [7]). Sei .F eine Fittingklasse, T eine Primzahlmenge. 
(a) ,Fv ist eine Fittingklasse; 
(b) 9 C .9~ = .Fv,Yn, = (9v)n; 
(c) Ist in einer Gruppe G ein g-Injektor V mit einer n’-Hallgruppe G,, von 
’ vertauschbar, so ist VG,, ein .Fn-Injektor von G. 
Lockett benutzt diese Konstruktion zur Beschreibung von 5?“9-Injektoren. 
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2.3. SATZ (Lockett [7]). Seien X und 9 Fittingklassen, G eine Gruppe. 
Sei n = Char F. Sei T ein X-Injektor van Gp. Nach Frattini und DeJinition 
von Xln wird T van einer rr-Hallgruppe G, von G normalisiert. Sei V/T ein .%- 
Injektor von TG,/T. Dunn ist V ein X9-Injektor von G. 
Hat insbesondere F volle Charakteristik, so ist V ein X9-Injektor von G, 
falls V/G% ein F-Injektor von G/G% ist. 
Wir sagen, dal3 das Paar (Y, 9) von Fittingklassen die Bedingung (+) 
erftillt, falls in jeder Gruppe G gilt: 
(+) Ist V/G, ein F-Injektor von G/G, , so ist V ein X.%-Injektor von G. 
Aus der Definition von 9*ln ergibt sich sofort: 
2.4. LEMMA. Seien X und F Fittingklassen, rr eine Primzahlmenge. (X, 9) 
erfulle die Bedingung (+). Dunn ist (X9>” = XFn. 
Wir nennen eine Fittingklasse 9r vertauschbar, falls in jeder Gruppe G ein 
9-Injektor von G fur jede Primzahlmenge n mit einer n-Hallgruppe von G 
vertauschbar ist. 
Trivialerweise gilt: 
2.5. LEMMA. Sei 9 eine vertauschbare Fittingklasse. Sei ferner X eine Fitting- 
k&e, wobei (X, 9) die Bedingung (+) erfiille. Dunn ist X9 eine vertauschbare 
Fittingklasse. 
Aus 2.2(c) und 2.1 ergibt sich sofort: 
2.6. LEMMA. Sei F eine vertauschbare Lockettklasse, w eine Primzahlmenge. 
Dunn ist 9” eine Lockettklasse. 
Sei 9 eine Fittingklasse, p eine Primzahl. 9 heil3t p-ne-Klasse, falls die 
.F-Injektoren in jeder Gruppe G p-normal eingebettet sind (d.h., ist V ein 
9’-Injektor von G, V, E Syl,( V), so existiert ein Normalteiler N von G mit 
V, E Syl,(N)). 9 heiRt ne-Klasse, falls F p-ne-Klasse fur jede Primzahl 
p ist. 
Wir erinnern schliel3lich daran, dal3 eine Fittingklasse 9 eine Fischerklasse 
ist, falls gilt: 1st N g GE s, N < H < G, H/N nilpotent, so ist HE F. 
(Insbesondere sind also untergruppenabgeschlossene Fittingklassen stets 
Fischerklassen; nach [4] sind such alle Fittingklassen der Form F5$,Yw, 
Fischerklassen.) Jede Fischerklasse ist ne-Klasse. Dieses Resultat geht auf 
Fischer zuriick; einen Beweis findet man in [4]. 
Wie Lockett gezeigt hat, ist jede ne-Klasse vertauschbar [6]. 
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3. DIE KLASSEN g(YI,F2) 
3.1. DEFINITION. Sind 9r und pa Fittingklassen, so sei x?Y(& , %a) die 
Klasse aller Gruppen, deren 9r-Injektoren in 9Cz liegen. 
3.2. BEMERKUNG. (a) Offensichtlich ist ‘Y(.Fr , C4) stets abgeschlossen 
beziiglich Bildung von Normalteilern. 
(b) C!!(9r , .9$) ist im allgemeinen keine Fittingklasse. Bezeichnet JV” die 
Klasse der nilpotenten Gruppen, so liegt etwa Sa , die symmetrische Gruppe 
auf 3 Ziffern, in “Y(JV, Ya). S, x Z, ist normales Produkt zweier zu Sa iso- 
morpher Normalteiler, ist aber sicher nicht in %‘(Jlr, Ya) enthalten. 
(c) Es sind eine Reihe von Beispielen bekannt, in denen ,‘Y(Fr , 9Ca) 
Fittingklasse ist. 
So ist trivialerweise “Y(Yfl , 9) eine Fittingklasse fur jede Primzahlmenge T 
und jede Fittingklasse 8. Man priift ebenfalls leicht nach, da8 %‘(9”‘, 9) = 
CY(3”Yn , 9) = .Fn fur jede Fittingklasse 9 gilt. SchlieBlich ist, wie eine 
kurze Uberlegung zeigt, CY(YT.u?,, , .Y,,,YT) = (G 1 G/C,(O,(G)) E Pr); dies ist 
bekanntlich such eine Fittingklasse. 
Dieses letzte Beispiel ist verallgemeinerungsfahig, wie der folgende Satz zeigt. 
3.3. SATZ. Seien .X1 und 5, Fittingklassen, T eine Primzahlmenge. Dann 
ist 6!!(.Z1~~~ , .T.&,) eine Fittingklasse. 
Beweis. Wir setzen ,Fr = %‘iCY?, und Xi = .Ta.VT, . Es ist nur zu zeigen, 
dal3 Y(9r , .Fa) abgeschlossen ist beziiglich Bildung normaler Produkte. Ange- 
nommen, dies sei nicht der Fall. Sei G 6 6!Y(F1 , 9Ta) eine Gruppe von minimaler 
Ordnung, die Produkt zweier in Y($$ , %J liegender Normalteiler Ni und N, 
ist. Wir kijnnen 0.B.d.A. annehmen, daB N1 und N, maximale Xormalteiler 
von G sind. Sei F ein Fr-Injektor von G. Dann liegt F IT Ni als .Yr-Injektor 
von Ni in 9a (i = 1, 2). Sind 1 G : N, ~ und : G : Na I teilerfremd, so ist F = 
(F n N,)(F n N,); also liegt F in za im Widerspruch zur Wahl von G. Also ist 
/ G : Ni 1 =-- j G : N, / ::: p, wobei p eine Primzahl ist. Es ist FN, = G, 
F/(F n NJ s G/Ni (i = 1,2). F n Ni und F n N, stimmen daher iiberein, da 
ansonsten F normales Produkt von F n Iv, und F CT N, wsre. Da F n Nl in 
9$ F- Z”&~ liegt, folgt aus F $ .T2,4/i,r , dal3 p E T ist. Andererseits ist F n Ari 
ein .T,Y~-Injektor von N, , enthslt also nach 2.3 eine m-Hallgruppe von Ni 
(; = 1, 2). Wegen F n Nr = F n Nz enthalt F n Nr also eine n-Hallgruppe 
von G. Folglich ist p E 7~‘. Dieser Widerspruch zeigt, dal3 ?Yu(Fr , .Fa) eine 
Fittingklasse ist. Q.E.D. 
3.4. SATZ. Sei X eine Lockettklasse, .9 eine normale Fittingklasse. Ist Y(.%, .F) 
eine Fittingklasse, so ist %Y(.T, 9) eine normale Fittingklasse. 
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Beweis. Sei G E 5?(X, F), p eine Primzahl. Sei ferner v ein !T-Injektor von G. 
Dann ist nach 2.1 ( V2)* ein %-Injektor von (G2)* g G2 t 2,. 1st (V2)* . 
Z, 6 5, so ist offensichtlich (V2)* ein %-Injektor von G2 { 2, . Also liegt 
G2 \ Z, in diesem Falle in %‘(S, 9). Im anderen Falle ist ( v2)* . Z, E V2 2 Z, 
ein X-Injektor von G2 \ Z, . Da I’ in 9 liegt, und 9 eine normale Fittingklasse 
ist, ist nach [I, 6.11 V2 2 Z, E 9; es folgt G2 t Z, E “Y(g, 9). Ein Satz von 
Makan [9] liefert nun die Behauptung. Q.E.D. 
4. EINE ANWENDUNG AUF Y* 
Wir wollen die Grundidee der folgenden ijberlegungen zuerst am einfachsten 
Beispiel verdeutlichen. Nach 3.2(c) ist g(g,, Sp,) eine Fittingklasse, nach 3.4 
also normal. Es folgt y* r’Y/(y* , y*). D a h er ist y* abgeschlossen beziiglich 
Bildung von 7r-Hallgruppen. Dies ist das eingangs erw%hnte Resultat von 
Bryce und Cossey [2]. Im folgenden sol1 unter anderem gezeigt werden, dal3 y* 
abgeschlossen ist beziiglich Bildung von %-Injektoren fiir jede Fischerklasse F. 
Dies la& sich aber im allgemeinen nicht direkt zeigen wie im Fall g = 9, . 
Bezeichnet man mit N2 die Fischerklasse der metanilpotenten Gruppen, so 
lassen sich Beispiele angeben, die zeigen, da13 ?/(X2, YJ keine Fittingklasse ist. 
Das eben beschriebene Argument versagt also schon in diesem einfachen Fall. 
Wir werden daher eine verfeinerte Beweismethode verwenden, die zeigen wird, 
dal3 fur jede ne-Klasse 9 ein F-Injektor einer Gruppe G E y* such in 9. liegt. 
4.1. DEFINITION. Sei 9 eine Fittingklasse, T eine Primzahlmenge. Wir 
setzen Yys~,, = (G 1 GF hat in einem F-Injektor von G T-Index). 
4.2. LEMMA. Sei.%= eine ne-Klasse. Dann ist go,,,, = 9 fiir alle Primzahlenp. 
Beweis. Sei G eine Gruppe, F ein F-Injektor von G. Nach einer Bemerkung 
in Abschnitt 3 ist F als ne-Klasse vertauschbar, so daB nach 2.2(c) eine p’- 
Hallgruppe G,, von G existiert derart, da8 V = FG,, = F,G,* ein FD- 
Injektor von G ist (Fz, E SyI,(F)). Da F eine ne-Klasse ist, gibt es einen Nor- 
malteiler N von G mit F, E Syl,(N). Da V eine p’-Hallgruppe von G enthalt, 
folgt N n V = N. Also liegt N in FP. Wir erhalten F, < N < Gsrp . Da F, 
eine p-Sylowgruppe von V ist, ist V/GFl, eine p’-Gruppe. Q.E.D. 
4.3. LEMMA. Sei 9 eine Fittiqklasse, p eine Primxahl. Es sei Wsp,e* = Y. 
Sei au..erdem 25 eine Fittingklasse derart, daJ (X, flP> die Bedingung (+) erfiillt. 
Sei weiterhin %FP eine Lockettklasse. Dann ist Y* abgeschlossen beztiglich Bildung 
von %9Q-Injektoren. 
Beweis. Nach 2.2(b) ist sPYpr = F-P. Satz 3.3 liefert nun, da13 ??+f(TFp, 
Y*yg) eine Fittingklasse ist. Da XsP nach Voraussetzung eine Lockettklasse 
4w5312-8 
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und 9!!9# eine normale Fittingklasse ist, folgt mit 3.4, da13 JY(X-?fl, .U;,S,) 
eine normale Fittingklasse ist, d.h. 9.. CCY(Z9p, 9?*YD). Sei G eine Gruppe 
aus Y* , 11 ein X9”-Injektor von G. Dann liegt l’ in 9’.+9, . Nach Voraus- 
setzung ist V/G% ein 9^“-Injektor van G/G% Da auBerdem gs9,1,, =m- 9 gilt, 
ist l/iGsFp z ( V/Gz)/(G/G3),-p eine p’-Gruppe. Somit erhalten wir I’ 1= 
G x,Fp . ITye. Da GsF9 als Normalteiler van G in 9% enthalten ist, liegt folglich 
such V in y?, . Q.E.D. 
4.4. SATZ. Sei 2- eine ne-Nasse. Sei ?Z eine Fittingklasse, so daJ’ (3, 3) 
die Bedingung (+) erfiillt. Sei ferner 559 eine Lockettklasse. Ist dann 2’ eine 
beliebige Fittingklasse, so ist Yx9 abgeschlossen beziiglich Bildung van 
ZZ”9-Injektoren. 
so~tw~~ 21) Wir zeigen zunachst: 1st G E Yx , 1_ ein 9”9-Injektor von G, 
*: 
Sei p eine Primzahl. Nach 4.2 ist (!Y/s9.pf = 9’. Sei H eine Gruppe, W/z-i, 
ein 9*-Injektor von H/H% . Da 9 eine ne-Klasse und daher vertauschbar ist, 
existiert nach 2.2(c) ein s-Injektor F/H, von H/H% und eine p’-Hallgruppe 
HP, von H, so dal3 W = FH,) gilt. Nach Voraussetzung ist F ein X9-Injektor 
von H. Da FH,, eine Gruppe ist, ist nach 2.2(c) W = FH,, ein (39)“-Injektor 
von H. Anwendung von Lemma 2.4 zeigt dann, daB W ein SF”-Injektor von 
H ist. Also erfiillt (ST, 9~) die Bedingung (+). 
Nach Lemma 2.5 ist X9 vertauschbar. Ferner ist nach Voraussetzung XF 
eine Lockettklasse. Mit 2.6 und 2.4 folgt dann, daR (X.9)* = %F* eine 
Lockettklasse ist. Also sind die Voraussetzung von Lemma 4.3 erfiillt. 
9T* ist folglich abgeschlossen beziiglich Bildung von (%F)p-Injektoren fur 
jede Primzahl p. 
Sei nun G eine Gruppe aus 9% , V ein X9-Injektor von G. Da, wie oben 
bemerkt, %9- vertauschbar ist, existiert dann zu jeder Primzahl p nach 2.2(c) 
eine p’-Hallgruppe G,, von G, so da13 VG,, ein (Xp)P-Injektor von G ist. 
Also ist VG,, E Sp, fur alle Primzahlen p. Da V ein %9-Injektor von VG,, ist, 
kijnnen wir per Induktion nach / G 1 annehmen, da0 VG,, = G fur alle Prim- 
zahlen p gilt. Dann folgt sofort V = G E Y* . 
Damit ist gezeigt, dal3 Y;; abgeschlossen ist beziiglich Bildung von %“9- 
Injektoren. 
(2) Wir beweisen nun den allgemeinen Fall: 
Wir setzen dazu CY = 39. Sei G eine Gruppe aus Y$Z, V ein g-Injektor 
von G. Dann ist V n G9* ein g-Injektor von Gy*. Nach (1) folgt V n Gy* E 9*. 
Da V/V,, isomorph zu einem Faktor von G/G, E M ist, folgt nun 
VE sp,Jr/-, = Y*.9. Q.E.D. 
4.5. KOROLLAR. Sei +Y E L(9), wobei 9 won einem der beiden folgden 
Typen ist: 
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(1) 9 ist Fischerklusse; 
(2) 9 = X3$ , wobei X Lockettklasse und FO Fischerklasse voller Charak- 
teristik ist. 
Dam ist Y.. abgeschlossen bexiiglich Bildung aon o#-Injektoren. 
Beweis. Fischerklassen sind nach [8, 2.2(d)] Lockettklassen. Ferner sieht 
man leicht ein, da13 Produkte von Lockettklassen wieder Lockettklassen sind. 
Also ist 9 in jedem der beiden Fglle eine Lockettklasse. 1st 1; ein X-Injektor 
einer Gruppe G, so ist nach [8, 3.21 Vq ein Y-Injektor van G. Folglich geniigt 
es zu zeigen, daB 9?* abgeschlossen ist beziiglich Bildung von :F-Injektoren. 
Dazu setzen wir in 4.4 9 = (1). I m ersten Fall folgt nun die Behauptung 
mit J = (1) sofort aus 4.4, da Fischerklassen ne-Klassen sind. Aus dieser 
Tatsache ergibt sich dann such mit 2.3 und 4.4 die Aussage im zweiten Fall. 
QED. 
Oflene Frage. Gibt es eine Fittingklasse F, so daB 9$ nicht abgeschlossen 
ist beziiglich Bildung von 9-Injektoren ? Speziell: Sei p eine Primzahl, V, die 
Klasse aller Gruppen mit zentralem p-Sockel. 1st Y* abgeschlossen beziiglich 
Bildung von V,-Injektoren ? 
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